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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

TRZY PRZEKATNE DWUNASTOKATA FOREMNEGO

Twierdzenie. Przekatne
A1Ag, AzAnn 1 AsAp
dwunastokata foremnego
A1 Ag A3 Ay As Ag A7 Ag Ag A19 A11 A12

przecinaja sie¢ w jednym punkcie P.

Warszawa, 4 marca 2010 r.



W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

WSZYSTKIE PRZEKATNE DWUNASTOKATA FOREMNEGO
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

TRZY PRZEKATNE OSIEMNASTOKATA FOREMNEGO

Twierdzenie. Przekatne
A1Az, AgAp 1 A4y
osiemnastokata foremnego
A1AgAs ... A1 A17Ass

przecinaja sie¢ w jednym punkcie P.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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WSZYSTKIE PRZEKATNE OSIEMNASTOKATA FOREMNEGO
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

WSZYSTKIE PRZEKATNE PIETNASTOKATA FOREMNEGO
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

WSZYSTKIE PRZEKATNE PIETNASTOKATA FOREMNEGO
Ais
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

WSZYSTKIE PRZEKATNE DWUDZIESTOTRZYKATA FOREMNEGO
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WSZYSTKIE PRZEKATNE DWUDZIESTOTRZYKATA FOREMNEGO
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W. Guzicki O przekatnych wielokatéw foremnych
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

ZADANIE O TROJKACIE 80° — 80° — 20°
Zadanie. Dany jest trojkat rownoramienny ABC', w ktérym:
LA =4AB =80 oraz «£C =20°.
W tym tréjkacie poprowadzono odcinki AD i BE tak, ze
£BAD =50° oraz £ABE = 60°

(zob. rysunek). Oblicz miare kata BED.

Warszawa, 4 marca 2010 r.



W. Guzicki

O przekatnych wielokatow foremnych

ROZWIAZANIE ZADANIA O TROJKACIE 80° — 80° — 20°

Oznaczmy przez x szukany kat BED. Nietrudno obliczy¢, ze
LADB =50° oraz AAEB = 40°,

Stad wynika w szczegolnosci, ze AB = BD. Nastepnie z twier-
dzenia sinuséw dla trojkatéw ABE i BDE otrzymujemy:
BE AB BE _ BD

sin80°  sind0e o C sin(z +20°)  sinz’

Poniewaz AB = BD, wiec

sin(z 4+ 20°)  sin80°
sin x ~ sin40°’

czyli

sin x cos 20° 4+ cos z sin 20° B 2 s1n 40° cos 40°

sin x sin 40°

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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ROZWIAZANIE ROWNANIA TRYGONOMETRYCZNEGO

Otrzymalismy réwnanie trygonometryczne:

sin x cos 20° + cos z sin 20° B 2 s1n 40° cos 40°

sin x sin 40° ’

czyli
cos 20° 4 ctg xsin 20° = 2 cos 40°.

Stad otrzymujemy

2 cos 40° — cos 20° B 2s1in H0° — sin 70° sin H0° + sin 50° — sin 70° B

ctgxr =

sin 20° sin 20° - sin 20°
B sin 50° — 2sin 10° cos 60° B sin 50° — sin 10° B 2 s1n 20° cos 30° B \/§
N sin 20° B sin 20° B sin 20° T

Zatem x = 30°.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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KATY SRODKOWE I WPISANE; KAT MIEDZY PRZEKATNYMI
W OSIEMNASTOKACIE FOREMNYM

Kat srodkowy oparty na tuku tacza-
cym dwa kolejne wierzchotki osiemna-
stokata foremnego wpisanego w okrag
(np. kat A1OA5) jest réwny

360° : 18 = 20°.
Kat srodkowy oparty na tuku k razy
wiekszym jest réwny k - 20°, np.
£A110A17 = 120°.
Kat wpisany jest dwa razy mniejszy

od kata srodkowego opartego na tym
samym tuku. Zatem np.

£LA11A7A17 = 60°.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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O przekatnych wielokatow foremnych

ROZWIAZANIE ZADANIA O TROJKACIE 80° — 80° — 20°

C

Niech A = Ay oraz B = A-.
Niech C' bedzie punktem przeciecia prostych A17Ai A1 B.

Zauwazmy, ze wtedy
£BAA; = ABA; = 80°,

a wiec trojkat ABC jest trojkatem danym w zadaniu.
Poniewaz L ABA17 = 60°, wiec A17 = F.

Poniewaz £{ BAA; = 50°, wiec punkt D jest punktem
przeciecia przekatnych A1 A5 1 A7A;4.

Pokazemy, ze przekatne osiemnastokata
A1A7, A2Ap 1 A4Agr
przecinajg sie w jednym punkcie. Woéwczas

ABED = L A7A17 A4 = 30°.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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PRZEKATNE SZESCIOKATA WPISANEGO W OKRAG

Twierdzenie 2. Przekatne AD, BE i C'F sze-

D sciokata ABCDFEF wpisanego w okrag prze-
cinajg sie w jednym punkcie P wtedy i tylko
wtedy, gdy

E AB CD EF _.
BC DE FA

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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DEUGOSCI PRZEKATNYCH
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W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

TRZY PRZEKATNE WIELOKATA FOREMNEGO

Twierdzenie. Przekatne AD, BE i C'F
wielokata foremnego ABCDFEF przeci-
naja sie w jednym punkcie P wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy

dp d; dpn

RO I
dy dy dy

czyli

di - dp - dpy = dy - dy - dy.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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KONFIGURACJE TRYWIALNE

Przypusémy, ze tak jak wyzej, AD, BE i CF sa przekatnymi szesciokata ABCDFEF
wpisanego w okrag, przy czym

AB=d,, BC=d, CD=d, DE=d, EF=d,, FA=d,

oraz

di - dp - dy, = dy - dy - dy-

Konfiguracje przekatnych nazywamy trywialng, gdy liczby u, v, w tworza permutacje
liczb k, [, m.

Istnieja trzy rodzaje konfiguracji trywialnych powstajacych z nastepujacych permutacji:
e u=m,v==Fk, w=1I;
e u=*k v=m, w=1I;
e u=~FL,v=10w=m.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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PIERWSZA KONFIGURACJA TRYWIALNA

Trzy Srednice przecinajace sie
w Srodku okregu

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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DRUGA KONFIGURACJA TRYWIALNA

Przekatne symetryczne przecinajace sie
na osi symetrii (Srednicy)

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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TRZECIA KONFIGURACJA TRYWIALNA

Dwusieczne katow trojkata ACE
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TRZY PRZEKATNE DWUNASTOKATA FOREMNEGO

A1
A1y Ay
Przekatne
Aig Az
A1Ag, AzAnn 1 AsAp
Ag As dwunastokata foremnego
A1 Ag A3 Ay As Ag A7 Ag Ag A19A11 A12
AS A4
sg dwusiecznymi katow trojkata A1 As Aqq.
Az As
Ag

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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TRZY PRZEKATNE OSIEMNASTOKATA FOREMNEGO

Twierdzenie. Przekatne
A1A7, AsAnn 1 AjArr
osiemnastokata foremnego

A1AAs ..  AgAi7Ag

przecinaja sie¢ w jednym punkcie P.

Dowé6d. Niech P bedzie punktem przeciecia prze-
katnych As A1 1 A1A7. Zauwazmy, ze przekatna
AgAqq jest osia symetrii osiemnastokata forem-
nego. Przekatng symetrycznag do A1 A7 jest A3A;s.
Wystarczy zatem pokazacé, ze przekatne

A1A7, AsAis 1 A4Arr

przecinajg sie w jednym punkcie.

Warszawa, 4 marca 2010 r.



W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

TRZY NOWE PRZEKATNE OSIEMNASTOKATA FOREMNEGO

Mamy pokazaé, ze przekatne
A1A7, AzAps 1 AsArg

osiemnastokata foremnego

A1 AzAz ... AgAr7Ag
przecinaja sie¢ w jednym punkcie P.

Do tego wystarczy, by

ds di do _

ds do do
czyli

dg - dy = ds - ds.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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LEMAT O DELTOIDZIE

A Aqs Mamy pokazac, ze: dg-di = d3 - ds.
17

Niech r bedzie promieniem okregu opisanego na
osiemnastokacie. Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy
r = d3. Mamy wiec pokazac, ze

dg'dlz’r'dg.

Wezmy deltoid A1gA17A9A1. Wowezas jego pole
10 jest réwne

P:%°A18A9°A17A1:%°2T°d2:?“'d2.

Z drugiej StI‘OIly k@ty A18A17A9 1 A18A1A9 Sq
proste, skad wynika, ze

P =1 (A1gAir-AirAg+ A1g A1 - A1 Ag) = ds-dy,

co konczy dowdd.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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LEMAT O DELTOIDZIE — OGOLNIE

A2n

Aon—k / \ Ak Twierdzenie. Dany jest wielokat foremny ma-

jacy 2n bokéw wpisany w okrag o promieniu r
i dana jest liczba k taka, ze 1 < k < 5. Wtedy

dy - dp— = dog - 1.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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TWIERDZENIE O PRZEKATNYCH WIELOKATOW FOREMNYCH

Niech n bedzie liczba bokéw wielokata foremnego. Wéwcezas:

1. Jesli n jest liczba nieparzysta, to zadne trzy przekatne nie przecinaja sie w jednym
punkcie.

2. Jedli n jest liczba parzysta, niepodzielng przez 6, to istnieja tylko konfiguracje
trywialne przekatnych przecinajacych sie w jednym punkcie.

3. Jesli n jest liczba podzielng przez 6, to oprécz konfiguracji trywialnych istnieja 4
serie konfiguracji nietrywialnych oraz 65 tzw. konfiguracji sporadycznych.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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CZTERY SERIE KONFIGURACJI NIETRYWIALNYCH

Dany jest wielokat foremny majacy 6n bokéw. Nastepujace réwnosci opisuja cztery serie
konfiguracji nietrywialnych:

1 dn : dk : d2n—2k — d2n—|—k ’ dk ’ dn—k7 gdZie 0<k< n,
® dy-dy-d3n_3r =dpyr - dog - dp_g, gdzie 0 <k <n,
® dy - dy 2k - dop = dznik - di - dp_2k, gdzie0 <k <3,

® dopikdy - dopn—ap = dnig - d3g - dn2k, gdzie 0 <k < 3.

Warszawa, 4 marca 2010 r.



W. Guzicki O przekatnych wielokatow foremnych

TRZY PRZEKATNE OSIEMNASTOKATA FOREMNEGO

Twierdzenie. Przekatne
A1A7, AAun 1 A4Arr
osiemnastokata foremnego
A1AxAz ... A1gA17Ars
przecinaja sie¢ w jednym punkcie P.

Dowéd. Jest to konfiguracja nietrywialna II serii.
Wielokat foremny majacy 6n bokéw, 0 < k < n.
dp - di - d3p—3k = dptk - dog - dp—k-

Dlan =31k =1 dostajemy
d3 - dy-dg = dy - da - do,

czyli
do ds i _
de do dy

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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O przekatnych wielokatow foremnych

CZTERY SERIE KONFIGURACJI NIETRYWIALNYCH
W TRZYDZIESTOKACIE FOREMNYM

6n jest liczba bokéw wielokata

di - dy - dpy = dy - dy - dy.

kK+1l+m+u+v+w=06n.

Nr (on k|l | m|lu|v|w
1 (3011411158
2 1301231212 [5]|6
3130123131345
4 1301114141245
5 30115121246
6 301259 (347
7 130126 8[[3]|5]|6
8 3011 (8| 9 (34| 5
9 130131612 |35

10 |301 (2171145
11 (301161133 ]| 6
12 (3012212167
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PRZYKLADY KONFIGURACJI NIETRYWIALNYCH -1

30 1 5 30 1
3
6 24
22 8
11

12

Serial; n=5k=1 Seria II;, n=5,k=1

dy-dy-dyp =dy-ds-ds dy - ds-dig =dg-dy-dg

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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PRZYKLADY KONFIGURACJI NIETRYWIALNYCH - 11

30 1 301
3
4
25
. 24
9
10
13
Seria III; n=5k=1 Seria IV; n=5k=1
dy-d3-dig =da-ds-ds dy-dg-din =dz-ds-dg

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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KONFIGURACJE SPORADYCZNE -1

Nr (6n k|l | m|ul|lv|w Nr (6n|lk|l | m|lu|lv|w
1 13013149 ((4]5]5 14 | 421351514510
2 1301221141237 15 |42 1218|1313 |71 9
313011781239 16 | 4211191512 |71 8
4 1301113141228 17 42117119134 8
5 130111211923 3 18 | 4211|7113 12|3]|16
6 3012|5813 [3]|9 19 42111212611 (13] 9
713012411355
8 30| 1|5(13]13 (4| 4
9 13011121124
10 | 301719 12(4|7
11 30|11 (5|11 12|38
12 130|113 |13]1[4] 8
13 3012|1613 7

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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KONFIGURACJE SPORADYCZNE - 11

Nr (6n|lk| [l |m|lu|lv| w Nr (6n|lk| [l |m|lu|lv| w
20 16013 5129|4613 31 (60| 2| 7 [19]3 4|25
21 | 60| 3| 5 |27|4|5]16 32 60|25 (35|46 8
22 |60|13| 5 253|618 33 [60]2] 3 (332416
23 | 6011161835 |17 34 1601118215 |7 8
24 16011132756 8 35 6011623516 9
25 6011132513810 36 60114 (251479
26 | 6051017 (89|11 37 1601113223516
27 |60 5| 8 |19]6 (9] 13 38 6011031146/ 8
28 1601411135 |6 21 39 |60 1]10(25]3 4|17
29 |60 3|11 |18| 5|7 ] 16 40 |60 | 1| 8 | 272|517
30 | 60136 [23[4]|5]19 41 60| 1|6 [ 3112|416

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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KONFIGURACJE SPORADYCZNE — 111

Nr (6n|k| Il |m|u| v |w Nr on | k£ | [ m | u | v |w
42 |84 | 7|18 |19 |11 |13 | 16 54 (120113 |18 | 31 |16 | 19| 23
43 |84 |6 |11 |23 7 | 8 |29 50 12011019 | 29 | 12| 13| 37
44 |84 14|13 (|23 6 | 7 |31 56 [ 1201 6 | 23| 29 | 8 | 13| 41
45 |84 | 2| 7 |49 4 | 6 | 16 57 (120 2 | 13| 73 | 6 | 10| 16
46 | 84 |1 125130 5 | 7 | 16 58 120 1 |42 43 | 7 | 11| 16
47 184 |11 120135 5| 6 | 17 59 (1201 1 | 36| 49 | 7 | 10| 17
48 | 84 |1 |18 37| 4 | 7 | 17 60 (120 1 |32 | 53 | 6 | 11| 17
49 | 84 |1 |114 43| 4 | 6 | 16 61 (120 1 | 26| 61 | 6 | 10| 16
50 (90| 5|13 (351112 14 62 [ 210|114 |41 | 48 | 15| 31| 61
51 [ 90121932 5 | 9 |23 63 [ 210|113 |21 | 83 | 15|24 | 54
52 90112331 4 | 6 |25 64 (210 6 | 28| 97 | 15| 17 | 47
53 |90 | 1 |17 (47| 5 | 8 | 12 66 [ 210 1 |45 | 121 |11 | 14 |18

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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PRZYKLAD KONFIGURACJI SPORADYCZNEJ

30 1

21
10

13

dy - d7-dg = dgy-d3 - dyg

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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NOWE ZADANIE O TROJKACIE

C Zadanie. Dany jest trojkat ABC', w ktorym:
LA =70°, LB =84° oraz A£C = 26°.

W tym tréjkacie poprowadzono odcinki AD
i BE tak, ze

ABAD = 22° oraz AABE = 46°

i (zob. rysunek). Oblicz miare kata BED.

A B

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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NOWE ZADANIE O TROJKACIE
Zadanie. Dany jest trojkat ABC', w ktorym:
£A="T0°, 4AB=284° oraz £C = 26°.

W tym tréjkacie poprowadzono odcinki AD
i BE tak, ze

£BAD = 22° oraz £ABFE = 46°
(zob. rysunek). Oblicz miare kata BED.

Rozwigzanie. Wystarczy zauwazy¢, ze

dsa - dg - do = d5 - d1g - da3

(konfiguracja sporadyczna nr 51 w 90-kacie fo-
remnym). Wéowczas

ABED = £ AygAgqg Asg = 18°.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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LICZBY ZESPOLONE

a+bi, gdzie %= —1.

INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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O przekatnych wielokatow foremnych

PIERWIASTKI Z JEDNOSCI

Liczby 1, 2,22, ..., 2" ! sg pierwiastkami réwnania 2" = 1.

Na rysunku n = 17:

4
20 < 3
6 z
z
2
7
Z
.8
1 |
29
16
10
N 15
< 14
12 13

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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Lemat algebraiczny.

Niech n bedzie liczbg nieparzysta i niech 1, z, 22, ..., 2"~ ! beda pierwiastkami stopnia
n z jednosci (tzn. pierwiastkami réwnania z” = 1). Niech nastepnie W(X) i V(X)
beda takimi wielomianami o wspélczynnikach catkowitych, ze W(z) = V(z). Wtedy
W(z?) = V(2?).

Lemat geometryczny.

Liczby zespolone z, t, v i u leza na okregu jednostkowym. Woéwczas odcinek o koncach
z it jest réwnolegly do odcinka o koncach u i v wtedy i tylko wtedy, gdy 2zt = uw.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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Twierdzenie. Jesli n jest liczbg nieparzysta, to zadne trzy przekatne n-kata foremnego
nie przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Szkic dowodu. Przypudéémy, ze przekatne o koficach 11 2", 2% i 2! oraz 2% i 2? przecinaja
sie w jednym punkcie:

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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Mozna wowczas udowodnié, ze zachodzi réwnosé:

(25 = D)(z" = DE"TTT 1) = (2% = 1) (2" = 1) (T = 1).

Definiujemy dwa wielomiany:

AX) = (X° = (X" = (X7 = 1),
B(X) = (X¥ — 1)(X? — 1)(X*F" —1).

Wtedy

Z lematu algebraicznego wynika, ze

i stad

czyli

D +DETTTT ) = Y+ D) (YD) (T ).

(1)

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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Dodajemy réwnosci (1) i (2), korzystajac z tozsamodci
(a+1)(b+D(c+1)+(a—1)(b—1)(c—1) =2(abc+ a+ b+ c).
Otrzymujemy
25 4Gty utuer _u g vy sty
i stad
(2" = 2") (2" = 2") = (" = 2") (2" = 2"). (3)
Definiujemy nastepne wielomiany:
C(X) = (X" = X")(X" - X7),
D(X)=(X°—-X")(X"—X").
Mamy wéwcezas
C(z) = D(z).
Zmoéow korzystamy z lematu algebraicznego, otrzymujac kolejno:
C(2%) = D(2°),
C(z*) _ D(z%)
C(z) ~ D(2)’
(2% 4+ 2") (2" +2") = (2° + 2") (2" + 2"). (4)

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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Dodajemy stronami réwnosci (3) i (4), otrzymujac
22%2Y + 22727 = 22528 + 22727,
czyli
Z lematu geometrycznego wynika, ze odcinki o koficach 2% i 2? oraz 2% i 2* sa réwnolegte,

wbrew zatozeniu, ze przecinaja sie w punkcie P. Ta sprzecznosé¢ pokazuje, ze wybrane
trzy przekatne nie mogty przecinac si¢ w jednym punkcie, co koniczy dowdd twierdzenia.

Warszawa, 4 marca 2010 r.
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P]
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