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Paradoks

Twierdzenie niezgodne z powszechnie
przyjetym mniemaniem, rozumowanie,
ktdrego elementy sg pozornie
oczywiste, ale wskutek zawartego

w nim btedu logicznego lub nieostrosci
wyrazen prowadzgce do wnioskow
Sprzecznych ze sobg lub z uprzednio
przyjetymi zatozeniami.
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Paradoks (potoczny) - twierdzenie
niezgodne z powszechnie przyjetym
mniemaniem

Aporia - trudno$¢ myslowa, wynikajgca
Z nieumiejetnosci rozstrzygniecia
wartosci argumentow za i przeciw
pewnej tezie

Antynomia - sprzecznosg,
wynikajgca z rozumowania uznanego

za poprawne | przestanek uznanych za
prawdziwe

Sofizmat - rozumowanie czesto
swiadomie btedne, majgce na celu
oszukanie stuchacza lub czytelnika



Paradoksy matematyczne...

Paradoks Banacha-Tarskiego:
Kazde dwa ograniczone podzbiory
przestrzeni R® o niepustych wnetrzach sg
rownowazne przez rozktad skonczony.

W szczegoblnosci dowolna kula jest
rownowazna dwom kulom do nigj

przystajgcym.



Paradoksy matematyczne

Prosty paradoks teorio-mnogo sciowy :

Zbior R jest rownie liczny jak przedziat [0, 1].

Paradoks Skolema-L6wenheima:

Istnieje przeliczalny model teori
MNogosci.

W szczegolnosci, w tym modelu prawdziwe
jest zdanie stwierdzajgce istnienie zbiorow

nieprzeliczalnych.



Aporie ...

Zenon z Elei (460 - 370 p.n.e.)

Paradoks strzaty : W kazdym punkcie drogi
strzata jest nieruchoma, nie moze wiec tej
drogi pokonac i dotrze¢ do celu.
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Demokryt (przetom Vi IV w. p.n.e.)

Czy pola przekrojow stozka sg
jednakowe czy rozne?
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Antynomie...

Bertrand Russell (1872 - 1970)

Paradoks Russella:

Niech Z = { X: X OX}. Czy Z0OZ ?

Jesli Z[1Z, to spetnia warunek
nalezenia do Z, wiec Z[Z.

Jesli Z[1Z, to Z nie spetnia warunku
nalezenia do Z, wiec Z[1Z.

L = Z[Z




Gra uniwersalna

Ruch 1: Wybierz gre normalna.

Ruch 2: Wykonaj Ruch 1 wybranej gry.

Ruch 3, 4, 5,...: Wykonaj kolejny ruch
wybranej gry.
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Paradoks ktamcy

Epimenides (VI w.p.n.e.)

"Wszyscy Krete nczycy s g
ktamcami”

,Ja jestem klamc q

Eubulides (IV w. p.n.e.)

,10, CO teraz mowi e, jest
ktamstwem”

(Paradoks ktamcy)

czyli

Z. Zdanie Z jest fatlszywe



Dodatkowa wartosc¢ logiczna?

Z. Zdanie Z jest fatszywe lub
zdanie Z nie ma warto sci logiczne]

Jesli Z prawdziwe, to Z fatszywe lub nie
ma wartosci logicznej - a wiec Z nie
prawdziwe.

Jesli Z fatszywe, to Z prawdziwe
(stwierdza prawde)

Jesli Z nie ma wartosci logicznej, to Z
prawdziwe (stwierdza prawde)

Z. Zdanie Z nie jest prawdziwe



Z1. Zdanie Z 2 jest fatszywe

Z2: Zdanie Z 1 jest prawdziwe

Jesli Z2 jest prawdziwe, to Z1 jest
prawdziwe, wiec Z2 jest fatszywe.

Jesli Z2 jest fatszywe, to Z1 nie jest
prawdziwe, wiec Z2 jest prawdziwe.

Z1. Zdanie Z 2 jest fatszywe

Z2. Zdanie Z 3 jest fatszywe

/3. Zdanie Z 1 jest fatszywe



Z1: Dla kazdego k>1, zdanie Zk
jest fatszywe

Z2: Dla kazdego k>2, zdanie Zk
jest fatszywe

Zn: Dla kazdego k>n, zdanie Zk
jest fatszywe

Jesli Zn prawdziwe (dla pewnego n), to
n+1, Zn+2, Zn+3, ...

czyli wszystkie zdania Zk, gdy k>n, sa
fatszywe.

Jednoczesnie zdanie Zn+1 jest prawdziwe, bo
zdania

n+2, Zn+3, ...

sg falszywe.



Dowody...

1. Nieprawda, ze A

2. Nieprawda, ze B

3. Co najmniej jedno z tych
trzech zda n jest falszywe

Whniosek: Alub B

Jean Buridan (XIV w.)
Dowadd istnienia Boga:
1. BOg istnieje

2. Kazde zdanie w tej parze jest
falszywe

Whniosek: Bog istnieje.



Twierdzenie Gddla o niezupetno sci (I):

Dla kazde| dostatecznie bogate]
teoril niesprzecznej istnieje zdanie
G takie, ze ani G, ani -G nie s q je]
twierdzeniami.

Zdanie Godla:

G: nie istnieje dowdd zdania G



Twierdzenie Godla o niezupetno sci (ll):

Jesli dostatecznie bogata teoria jest
niesprzeczna, to jej niesprzeczno Sci
nie mo zna w niej udowodni €.
Jesl
A teoria jest niesprzeczna,

to

B: nie istnieje dowod zdania G

A: Teoria jest niesprzeczna

B: Nie istnieje dowod zdania G

JeSiA1TA=B,t0B




Sofizmaty...

Twierdzenie : € = TT.

Lemat: dla kazdej liczby naturalnej
n prawdziwe jest zdanie

Jesl m<n,tom=n.

Dowdd lematu :

Dla n=1:
jeslim <1, to m=1, zatem m=n.

Zalozmy, ze zdanie z lematu jest prawdziwe
dla pewnej liczby naturalnej n.

Niech m < n+1. Wtedy
m-1<n
| z zatozenia indukcyjnego m-1 = n. Stad

m = n+1.



Dowdd twierdzenia :

Z lematu, 2 = 3, zatem e = 3

Z lematu, 3 = 4, zatem 171 = 3.

Stade =T




Trojk at o dwoch k gtach prostych
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