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W fizyce i technice spotykamy wiele uktaddéw, ktére
mozna opisa¢ jako pracujgce w réznych procesach,
przy czym czas przejscia z jednego rezimu do innego
jest bardzo krotki w poréwnaniu z czasem pracy uktadu
w poszczegodlnych procesach. W takich przypadkach
zwykle mozliwe jest przyjecie, ze przejscie z jednego
rezimu do drugiego jest natychmiastowe i dyskretne.
W ten sposéb obiekt taki modeluje sie jako ukiad dyna-
miczny kawatkami gtadki (PWS) z pewnymi rodzajami
nieciggtosci, ktérego dynamike mozna opisa¢ rowna-
niem
x = f(x)

gdzie x = x(t) € R" reprezentuje stan uktadu w chwi-
li t, natomiast odwzorowanie f: R"” — R jest funkcjg
kawatkami gtadka, czyli przestrzen fazowa D ¢ R”
jest podzielona na skoriczong ilo§¢ podobszarow V;
(we wnetrzu ktorych funkcja f jest gtadka) rozdzielo-
nych (n—1)-wymiarowymi hiperpowierzchniami >
réwniez co najmniej kawatkami gtadkimi.
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Gdy ruch uktadu odbywa sie we wnetrzu jednego
z obszaréw V;, to uktad zachowuje sie jak uktad gtadki.
Natomiast gdy orbita przecina jedna z powierzchni 2 ;,
uktad wykazuje zachowanie nieciggte. W zaleznosci od
stopnia nieciggtosci, uktady dynamiczne kawatkami
gtadkie (PWS) mozemy podzieli¢ na trzy grupy:

I. Uktady z nieciagtym Jakobianem Df, z ciagtym lecz
niegtadkim polem wektorowym f oraz z gtadkim sta-
nem uktadu x (funkcja f jest klasy CO).

Il. Ukfady z niecigglym polem wektorowym f oraz z ciag-
tym lecz niegtadkim wektorem stanu x.

IIl. Ukfady z nieciggtym wektorem stanu x. W tym przy-
padku za kazdym razem, gdy uktad wchodzi w kon-
takt z jedng z powierzchni nieciagtosci 2; ;, jego
stan doznaje skoku x™=g(x™), gdzie x~ oznacza
stan ukfadu bezposrednio przed kontaktem z po-
wierzchnig X; i x* jest stanem uktadu bezposred-
nio po kontakcie, natomiast g(x) jest funkcjg co naj-
mniej kawatkami gtadka na powierzchniach ; ;.



Uktady dynamiczne kawatkami gtadkie (PWS) gru-
py Il (réwniez grupy | jako podklasy) sg tez nazywane
uktadami Filippowa, dla ktorych istnieje osobna teoria.
Uktady elektroniczne z elementami posiadajacymi cha-
rakterystyki, ktére moga byc¢ traktowane jako nieciagte
(diody, tranzystory itp.) czesto sa modelowane jako
uktady dynamiczne kawatkami gtadkie (PWS). Wsréd
uktadéw mechanicznych czesto spotyka sie uktady
z tarciem suchym, ktére mozna modelowac jako uktady
o skokowej charakterystyce ttumienia (grupa Il). Poza
tym uktad mechaniczny moze posiadac takze nieciggta
charakterystyke sztywnosci. W szczegodlnosci uktady
mechaniczne z uderzeniami mogg by¢ modelowane ja-
ko uktady o gwattownie zmieniajacej sie sztywnosci (gru-
pa Il) — jesli przyjmie sie model ciat podatnych. Zwykle
jednak przyjmuje sie model sztywnych zderzajgcych sie
ciat. W tym przypadku uktad jest uktadem dynamiczne
kawatkami gtadkie (PWS) grupy lll, gdyz podczas kon-
taktu uktadu z powierzchnig Z,-,j nastepuje skokowa
zmiana predkosci odpowiednio do prawa Newtona opar-
tego na wspotczynniku restytucji. Uktad taki jest faktycz-
nie uktadem o wiezach jednostronnych opisanych nie-
rownosciami algebraicznymi. Nalezy zauwazy¢, ze jest
to rownowazne impulsowi funkcji f typu delty Diraca po
jednej ze stron powierzchni Z,-,/-. Jednak jak juz wielo-
krotnie zostato pokazane, model podatnych zderzaja-
cych sie ciat jest zbiezny do modelu zderzen opartego
na wspotczynniku restytucji, gdy sztywnos¢ ciat rosnie
do nieskonczonosci. Ponadto w pewnych uktadach mo-
ga wystepowac jednoczesnie rozne rodzaje nieciggto-
$ci. Przyktadem moze by¢ uktad mechaniczny, w kté-
rym wystepujg jednoczesnie uderzenia i tarcie suche.
Oba te zjawiska moga by¢ od siebie niezalezne lub mo-
del uderzen moze uwzgledniac¢ zjawiska tarcia suchego
na powierzchni zderzajacych sie ciat.

Po zdefiniowaniu modelu matematycznego, nastep-
nym problemem do rozwigzania jest uzyskanie rozwia-
zania numerycznego tak okreslonych réwnan PWS,
czyli symulacja uktadu. Zauwazmy, ze mozna to zrobi¢
,Sklejajac” rozwigzania gtadkie, otrzymane metodami
klasycznymi pomiedzy kolejnymi punktami niegtadkosci
i wykrywajac te punkty niegtadkosci. W kazdym z tych
punktéw mozliwe jest tez wprowadzenie odwzorowania
stanu uktadu do innego stanu poprzez funkcje g. Jesli
ilo$¢ punktéw niegtadkosci jest skofnczona w skonczo-
nym czasie, to taka aproksymacja jest wystarczajaca.
Moze jednak sie zdarzy¢, ze rozwigzanie w pewnym
czasie nie opuszcza okreslonej powierzchni 2; jiwtedy
konieczna jest redukcja formalnego rzedu problemu
w tym przedziale lub tez problem redukuje sie do zagad-
nienia opisanego za pomoca réwnan algebraiczno-roz-
niczkowych (DAEs). Zanim pojawi sie stan trwatego po-
krycia trajektorii i powierzchni nieciggtosci Z,-,j, moze
dojs¢ takze do nieskonczenie wielu przebic tej po-
wierzchni przez trajektorie. W celu aktywnego rozwia-
zania tego zagadnienia numerycznie mozna ,ustali¢
sztucznie” pewien najkrotszy czas pomiedzy kolejnymi
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Rysunek 1. Model potréjnego wahadta fizycznego

przebiciami, po przekroczeniu ktdérego nastepuje trwaty
kontakt trajektorii i powierzchni 2; ;.

Opisane podejscie autorzy zastosowali przy mode-
lowaniu i analizie numerycznej ptaskiego potrojnego
wahadta ze sztywnymi ogranicznikami ruchu [1-3], po-
kazanego na rysunku 1. Ukfad zostat ,zamodelowany”
jako ukifad Il typu. Przeszkody stanowig powierzchnie
niegtadkosci w przestrzeni stanéw, a przebicie jednej
z nich przez trajektorie jest wykrywane i stan uktadu do-
znaje skoku realizowanego poprzez funkcje g. Funkcja g
okresla prawo uderzenia uktadu o przeszkode o zada-
nej powierzchni, przy czym przyjeto, ze powierzchnia
przeszkody jest gtadka, czyli nie wystepuje tarcie su-
che. Oznacza to, ze impuls uderzenia jest prostopadty
do powierzchni uderzenia. Wspomniany warunek oraz
dodatkowe réwnanie okreslajace zmiane wektora pred-
kosci w kierunku prostopadtym do powierzchni uderze-
nia pozwalaja, zgodnie z definicjq wspdtczynnika re-
stytucji, okresli¢ predkosci po uderzeniu o pojedynczg
przeszkode. Uwzgledniono rowniez mozliwo$¢ pojawie-
nia sie trwatego kontaktu uktadu z jedng lub wigkszg
liczbg przeszkdd — bardzo czesto poprzedzonego ,za-
geszczeniem” w czasie do nieskonczonosci ilosci zde-
rzen. Problem ten zostat rozwigzany w sposdb opisany
powyzej. Kontakt trwaty uktadu z przeszkoda wymagat
takze okreslenia takiej reakcji przeszkody, ktéra zapew-
nia ten kontakt. Zgodnie z przedstawionymi zatozenia-
mi autorzy zbudowali model uktadu korbowego silnika
spalinowego czterosuwowego (bedacego szczegdinym
przypadkiem potréjnego wahadta), w ktorym ttok w cy-
lindrze porusza sie z luzem i dochodzi do uderzen [3].
Rysunek 2 przedstawia wynik symulacji takiego uktadu



| |
e

m
0,004 —
0,002 —
3 0,000
>
-0,002 —
-0,004 — ,\
[l \ . ]
0 T 21
P

3n 4r

N

Rysunek 2. Odpowiedz uktadu korbowego dla parametréw wspoétczynnika restytucji e = 0,5 (xo3 jest wspotrzedna potozenia
osi sworznia ttokowego wzdluz osi prostopadtej do osi cylindra, ¢, jest potozeniem katowym watu korbowego)

dla wspodtczynnika restytuciji 0,5. Jest to rozwigzanie
okresowe opisujgce typowe zachowanie sie ttoka, pole-
gajace na jego szesciokrotnym przechodzeniu z jednej
strony cylindra na drugg w czasie jednego cyklu pracy
silnika.

Kolejnym krokiem byto badanie stabilnosci orbit
w tego typu uktadach. Poniewaz sa to uktady kawatka-
mi gtadkie, to na kazdym odcinku, na ktérym trajektoria
jest gtadka, rowniez zaburzenia rozchodza sie wedtug
typowych réwnan otrzymanych z linearyzacji rownan
ukfadu wokét badanej orbity. Natomiast w punktach nie-
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gtadkosci nalezy odpowiednio przeksztatci¢ stan zabu-
rzenia [1-3, 5] w zaleznosci od Jakobianéw Dg i Dh
(gdzie h = 0 wyznacza powierzchnie przeszkody). Po-
dejscie takie pozwala na stosowanie klasycznych metod
do obliczania wyktadnikéw Lapunowa, badania stabil-
nosci orbit okresowych i badania klasycznych bifurkacji
orbit okresowych w uktadzie mechanicznym ze sztyw-
nymi ogranicznikami ruchu. Na rysunku 3 zostaty przed-
stawione przyktadowe rozwigzania okresowe, quasi-
-okresowe i chaotyczne w uktadzie potréjnego waha-
dfa z harmonicznym wymuszeniem pierwszego wahadta
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Rysunek 3. Rozwigzanie okresowe (a), quasi-okresowe (b)
i chaotyczne (c) w uktadzie potréjnego wahadta z wymu-
szeniem okresowym i pozioma przeszkoda (xp4 i Y04 Sa
wspotrzednymi koncowki trzeciego wahadta w prostokat-
nym ukfadzie wspétrzednych umieszczonym w ptaszczy-
Znie ruchu wahadta). Wyktadniki Lapunowa: (b) — 0,00, 0,
-0,10, -1,05, —2,0, —o©, —c0; (¢c) — 0,01, 0, —0,12, —0,74,
-1,92, —o00, —00. Wspotczynnik restytucji e = 0



i przy wprowadzeniu tylko z poziomej przeszkody. Za-
uwazmy, ze ze wzgledu na istnienie segmentoéw orbity
o trwatym kontakcie z przeszkoda, po dwa wyktadniki
Lapunowa sg rowne minus nieskonczonosci.

W uktadach dynamicznych kawatkami gtadkich
(PWS) moga wystepowac wszystkie bifurkacje typowe
dla uktaddéw gtadkich i mozna je bada¢ klasycznymi me-
todami z pewnymi, wczesniej oméwionymi modyfikacja-
mi. Oprécz wspomnianych rozwigzan bifurkacyjnych
moga sie pojawi¢ jeszcze inne bifurkacje — charakte-
rystyczne tylko dla ukladéw niegtadkich. Podstawowym
typem bifurkacji charakterystycznym dla uktadéw dy-
namicznych kawatkami gtadkich (PWS) jest bifurkacja
znana w literaturze jako bifurkacja typu ,,grazing”. Bi-
furkacja ta pojawia sie wowczas, gdy czes¢ trajektorii
(np. orbity okresowej, quasi-okresowej lub innej) staje
sie styczna do jednej z powierzchni nieciggtosci (gdy
powolnej zmianie ulega parametr bifurkacyjny). Istnie-
je bardzo szczegodlna cecha bifurkacji typu ,grazing”
odrézniajaca jg od klasycznych bifurkacji lokalnych gtad-
kich pol wektorowych. Nie mozna jej przewidzie¢ obser-
wujgc Jakobian bezposrednio przed bifurkacja, ponie-
waz trajektoria zachowuje sie tak jak orbita uktadu gtad-
kiego i nie ma zadnej informacji o tym, kiedy nastapi
kontakt z powierzchnig nieciggtosci, co moze prowadzi¢
nieraz do dramatycznych zmian jako$ciowych zacho-
wania sie uktadu.

Oprécz badan numerycznych potréjnego wahadta
autorzy prowadzg rownolegle badania eksperymental-
ne [4]. W lutym 2005 roku w Katedrze Automatyki i Bio-
mechaniki zakorczono budowe i uruchomiono stanowi-
sko potréjnego wahadta fizycznego (rysunek 4). Pierw-
sze wahadto jest wymuszane okresowym momentem
sity o przebiegu prostokatnym w czasie. Dane pomiaro-
we sg zbierane za posrednictwem precyzyjnych poten-
cjometréw obrotowych i systemu LabView, przekazy-
wane do komputera i tu dalej przetwarzane. Jako model
matematyczny zostat wykorzystany zbudowany wczes-

Rysunek 4. Potrojne wahadto fizyczne — model doswiad-
czalny: 1, 2, 3 — ogniwa; 4 — statyw; 5°, 5” — tarcze wir-
nikéw (tarcza 5' niewidoczna); 6’, 6” — tarcze stojanow
(tarcza 6' z optycznym komutatorem); 7, 8, 9 — przetwor-
niki potozenia katowego ogniw

niej model potréjnego wahadta. W celu uzyskania lep-
szej zgodnosci modelu z uktadem rzeczywistym opory
w tozyskach ,zamodelowano” jako ztozenie ttumienia
wiskotycznego i tarcia suchego opisanego przez cha-
rakterystyke Stribecka. Parametry modelu zostaty osza-
cowane przez porownanie sygnatdw wyjsciowych z mo-
delu i uktadu rzeczywistego (przy tym samym sygnale
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Rysunek 5. Rozwigzanie okresowe dla czestotliwosci wymuszenia f = 0,35 Hz otrzymane z eksperymentu i numerycznie
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Rysunek 6. Charakterystyki momentow tarcia suchego i ttumienia wiskotycznego w trzecim przegubie: (a) dla rozwigzania
okresowego przy czestotliwosci wymuszenia f = 0,6 Hz; (b) dla rozwigzania chaotycznego przy f = 0,73 Hz

wejsciowym), a jako kryterium dopasowania przyjeto
sume kwadratow odchytek migedzy sygnatami w kolej-
nych punktach prébkowania. Do minimalizacji kryterium
(dla kilku rozwigzan okresowych) uzyta zostata metoda
symplekséw, z tym, ze wraz z parametrami oszacowa-
niu podlegaty réwniez warunki poczatkowe rozwigzania
numerycznego.

Na rysunku 5 przedstawiono poréwnanie rozwigzan
otrzymanych z eksperymentu i z modelu matematycz-
nego, a na rysunku 6 — charakterystyki momentéw
tarcia suchego i tlumienia wiskotycznego w trzecim
przegubie dla przykladowych rozwigzan — okresowego
i chaotycznego. Z zaprezentowanych rysunkéw wyni-
ka, ze otrzymano bardzo dobrg zgodnos¢ eksperymen-
tu i wynikéw otrzymanych z modelu numerycznego [4].
Wykryte zostaty numerycznie rézne obszary chaosu,

ktérych istnienie zostato nastepnie potwierdzone
eksperymentalnie. Potwierdzenie to dotyczy zaréwno
granic poszczegolnych obszardw, jak i pewnych jako-
Sciowych wiasnosci rozwigzan chaotycznych — np.
petnych obrotéw wykonywanych przez poszczegdine
wahadta. Prowadzi to do wniosku, ze zastosowany
model matematyczny wahadta wraz z parametrami
moze stuzy¢ jako narzedzie do szybkiego wyszukiwa-
nia i wyjasniania réznorodnych zjawisk wystepuja-
cych w ukfadzie rzeczywistym.

Na koniec tego krotkiego streszczenia do wyktadu
wygtoszonego w ramach ,Konwersatorium” nalezy pod-
kresli¢, ze prezentowane tu wyniki uzyskano dzieki
wsparciu finansowemu Ministerstwa Edukaciji i Szkol-
nictwa Wyzszego w latach 2005—-2008 w ramach pro-
jektu badawczego 4 TO7A 031 28.
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Abstract

The work is devoted to modeling and numerical analysis
of technical systems with impacts and dry friction. The
model of a mechanical system subjected to unilateral
constraints, together with the model of stability, are de-
veloped. Examples of analysis are presented for plane
triple physical pendulum with rigid limiters motions. The
model of the piston-connecting rod-crankshaft system
of the combustion engine, as a special case of triple pen-

dulum, is also build and gives results conforming experi-
ments. Then an experimental rig of the triple physical
pendulum with the first body periodically forced is built.
A mathematical model of the real pendulum is created,
where friction in joints is modeled as a composition of dry
friction and damping. Good agreement between model
and real system is obtained.
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